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Space in Music Theory!

Speculum Musicum [Euler]!

Chicken Wire Torus [Douthett & Steinbach]!Tonality strip [Mazzola]!

Orbifolds [Tymoczko]!

3D Tonnetz [Gollin]!

Model Planet [Barouin]!

Spiral Array [Chew]!
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Tonnetz [Oettingen, Riemann]!



Space in Computer Science!

!  Spatial Computing!
Recent domain of computer science (≈ 2005)!

!  Importance of space in computation !
"  Construction of a space!
"  Motion in a space!

!  Different dedicated tools (MGS, etc.)!
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Outline!

1.  Proof of concept: a spatial study of all-interval series!

2.  Building chord spaces for music theory and analysis!

3.  Linking spaces for music generation and analysis!

4.  Conclusion and perspectives!
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Bridging the gap between!
spatial computing and music theory!



Outline!

1.  Proof of concept: a spatial study of all-interval series!

2.  Building chord spaces for music theory and analysis!

3.  Linking spaces for music generation and analysis!

4.  Conclusion and perspectives!

Louis BIGO - Musical Symbolic Representations and Spatial Computing! 5!

Bridging the gap between!
spatial computing and music theory!



All-Interval Series!

!  Motivation: enumeration of All-Interval Series (AIS)!

!  AIS: sequence of 12 notes including!
"  The 12 pitch classes!
"  The 11 interval classes !
"  Example: Alban Berg’s Lyric Suite!

!  46272 AIS (1928 normalized AIS [Riotte62])!
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Notes:! Eb!F! E! Db!Ab! Gb! Bb! Cb!C! A! G! D!
Intervals:! M7! m6! M6! m7! P5! TT! P4! M2! m3! M3! m2!

©
 Tom

 M
iller!

A. Berg (1885 – 1935)!



All-Interval Series!
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[Morris, Star – 1974]!

ecm
c.rochester.edu!

Fortran code 

R. Morris!



Spatial Interpretation of AIS!

!  AIS as movement in some space!

!  What kind of space?!
"  Search space!

Spatialization of pitch and interval classes!

!  What kind of movement?!
"  Subspace with structural properties!

Uniqueness of pitch and interval classes!
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Toolbox: Cellular complex!
#  Partially ordered set K = (S, ≤)!
#  S : Collection of topological cells!
#  ≤ : Incidence relationship!

2. Représentations combinatoires 29

c2c3

f

e1

c1

e3

e2 (�3, 0)

(0, 4) 12

6

55

(3, 0)

f

c3c1c2

e2 e3e1

Figure 6 – Sur la gauche, le diagramme de Hasse représentant les relations de bord du
complexe cellulaire au milieu. Ce complexe est composé de trois 0-cellules (c1, c2, c3), de
trois 1-cellules (e1, e2, e3), et d’une 2-cellule f . Le bord de f est constitué de ses cellules
incidentes c1, c2, c3, e1, e2 et e3. Plus particulièrement, les trois arcs sont les faces de f , et
par conséquent, f est une coface de e1, e2 et e3. Sur la droite, des données sont associées
aux cellules topologiques : des positions pour les sommets, des longueurs pour les arcs et
une aire pour f .

de dimension p : les 0-cellules sont des points, les 1-cellules des courbes, les 2-cellules
des surfaces, les 3-cellules des volumes, etc. Pour représenter un domaine arbitrairement
compliqué, celui-ci est partitionné en espaces plus simples de dimensions di�érentes, et
chaque élément de cette partition est représenté par une p-cellule où p est la dimension
de l’élément en question. Une relation entre les cellules, appelée relation d’incidence, est
alors définie pour relater l’organisation de la partition, c’est-à-dire l’agencement entre
les cellules topologiques. Cette relation repose sur la notion de bord : intuitivement, un
triangle apparaissant dans une triangulation est une 2-cellule bordée par trois arcs eux-
mêmes liés par trois sommets. De façon informelle, les cellules topologiques incidentes à
une p-cellule d’un complexe cellulaire sont les cellules apparaissant dans son bord (ayant
par conséquent une dimension inférieure à p) et les cellules la contenant dans leur bord
(et donc de dimension supérieure à p).

On définit un complexe cellulaire abstrait comme un couple K = (S,⌅) où S est un
ensemble de symboles appelés cellules topologiques muni d’un ordre partiel localement fini 7

· ⌅ · ⇧ S ⇤ S, appelé relation d’incidence.

Pour tout complexe K, on suppose l’existence d’une fonction dimK : S ⌥ N, appelée
fonction de dimension, qui respecte pour chaque � et �� de S, � ⌃ �� � dimK(�) <
dimK(��) (en d’autres termes, la dimension est une fonction monotone strictement crois-
sante pour la relation d’incidence). On dira qu’un complexe est de dimension finie si la
valeur N = max�⇥S dim(�) existe ; N est alors appelée la dimension du complexe. Dans
la suite, nous ne considérerons que des complexes de dimension finie. On notera dim la
fonction de dimension dimK lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté sur l’identité de K.

On écrira �  K pour une cellule de S. L’ensemble des opérations ensemblistes sont
étendues de façon naturelle aux complexes : par exemple, l’union de deux complexes K1 =
(S1,⌅1) et K2 = (S2,⌅2) est donnée par K1 ↵K2 = (S1 ↵ S2,⌅1 ↵ ⌅2) si dimK1 et dimK2

coïncident sur S1�S2. De la même façon, un K2 est un sous-complexe de K1, noté K2 ⇧ K1,
si S2 ⇧ S1 et si ⌅2⇧⌅1 (évidemment dimK1 et dimK2 doivent coïncider sur S2).

7. Un ordre partiel sur un ensemble E est une relation de E avec lui-même réflexive, transitive et
anti-symétrique. Il est dit localement fini lorsque pour tout � ⇥ E, l’ensemble {⇥ |⇥ � � ⇤ � � ⇥} est fini.
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Toolbox: Topological collection!
#  Labeled cellular complex!

Partial function C : K -> V, where V is the set of labels!
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Spatial Interpretation of AIS!

!  AIS as movement in some space!

!  What kind of space?!
"  Search space!

Spatialization of pitch and interval classes!

!  What kind of movement?!
"  Subspace with structural properties!

Uniqueness of pitch and interval classes!
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Toolbox: Topological collection!
#  Labeled cellular complex!

Partial function C : K -> V, where V is the set of labels!

#  Topological point of view of data structures (MGS)!

G7!

C#!

1!
‘a’!

B!minor!harmonic!

«!MGS!»!

5!

dorian!

minor!third!



Spatial Interpretation of AIS!

!  AIS as movement in some space!
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Complete graph K12!

…!

n0 < i1 > n1 < i2 > n2 < … > n10 < i11 > n11 / unique(i1,i2,…,i11)!

Hamiltonian path!
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Spatial Interpretation of AIS!

!  AIS as movement in some space!

!  What kind of space?!
"  Search space!

!  Pitch classes: 0-cells!
!  Intervals: 1-cells (not unique)!
!  Interval classes: 2-cells!

!  What kind of movement?!
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Spatial Interpretation of AIS!

!  AIS as movement in some space!

!  What kind of space?!
"  Search space!

!  Pitch classes: 0-cells!
!  Intervals: 1-cells (not unique)!
!  Interval classes: 2-cells!

!  What kind of movement?!

Louis BIGO - Musical Symbolic Representations and Spatial Computing! 24!

C 
F 

Bb 

Eb 

Ab 

C# 
F# 

B 

E 

A 

D 

G 

P4!

C Eb 

F# A 

C# E 

G Bb 

D F 

Ab B 

m3!



Spatial Interpretation of AIS!

!  AIS as movement in some space!

!  What kind of space?!
"  Search space!

!  Pitch classes: 0-cells!
!  Intervals: 1-cells (not unique)!
!  Interval classes: 2-cells!

!  What kind of movement?!
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Intermediate Summary!

!  Proof of concept!
"  Spatial reformulation of an old music problem!
"  Geometrical characterization of AIS!
"  Structural (spatial) expression of constraints!

!  Other contributions!
"  Topological classification of AIS based on the AIS complex!
"  New method to build AIS including particular patterns!
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Outline!

1.  Proof of concept: a spatial study of all-interval series!

2.  Building chord spaces for music theory and analysis!

3.  Linking spaces for music generation and analysis!

4.  Conclusion and perspectives!
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Bridging the gap between!
spatial computing and music theory!



Musical Representations!

!  Set Theory!
"  Equal temperament!
"  Octave reduction according to a scale!
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Musical Representations!

!  Set Theory!
"  Equal temperament!
"  Octave reduction according to a scale!
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Musical Representations!

!  Set Theory!
"  Equal temperament!
"  Octave reduction according to a scale!
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Musical Representations!

!  Set Theory!
"  Equal temperament!
"  Octave reduction according to a scale!
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Musical Representations!

!  Set Theory!
"  Equal temperament!
"  Octave reduction according to a scale!
"  Underlying structure of the cyclic group !

!

Louis BIGO - Musical Symbolic Representations and Spatial Computing! 32!

0 

3 2 

1 4 

1 

3 

6 

8 

10 

0 

2 

4 

5 7 

9 

11 
0 

1 

2 

3 4 

5 

6 

78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
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taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre
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accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre
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accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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C = {0,4,7,10} 
SI = [4,3,3,2] 

VI = [4,0,1,2,1,1,1] 
CIs = {2,3,4,5,6} 

C = {0,2,6,9} 
SI = [2,3,3,4] 

VI = [4,0,1,2,1,1,1] 
CIs = {2,3,4,5,6} 

Tk : x → x+k mod 12 

78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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C = {0,4,7,10} 
SI = [4,3,3,2] 

VI = [4,0,1,2,1,1,1] 
CIs = {2,3,4,5,6} 

C = {0,2,5,8} 
SI = [2,3,3,4] 

VI = [4,0,1,2,1,1,1] 
CIs = {2,3,4,5,6} 

I : x → -x mod 12 

78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].
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!  Set Theory!
"  Equal temperament!
"  Octave reduction according to a scale!
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78 Chapitre 5. Complexes d’accords

2 Point de vue spatial sur les classes d’accords

Dans cette section, nous nous intéressons à des complexes d’accords construits à partir
des catalogues d’accords couramment utilisés en théorie musicale. Ces catalogues reposent
sur les classes d’équivalence associées aux transformations d’accords présentées chapitre 3
(comme par exemple la transposition ou l’inversion). Ces complexes sont classés et organi-
sés en fonction de leurs caractéristiques topologiques ou des propriétés musicales partagées
par les accords qui les constituent.

2.1 Di⌃érents catalogues d’accords

Une classification d’accords consiste à partitionner un ensemble d’accords en plusieurs
sous-ensembles, à l’aide de relations d’équivalence. Une relation d’équivalence représente
une propriété partagée par les notes des accords, leurs structures intervalliques ou encore
leurs contenus intervalliques. Ces relations ont parfois la particularité de pouvoir être
exprimées comme des actions de groupe sur le groupe cyclique ZN [Andreatta 2003].

Les catalogues qui sont présentés dans la suite sont constitués de complexes construits
à partir d’accords ramenés à des sous-ensembles de ZN . Pour une division de l’octave en
N parties, on dénombre

�n
N

⇥
accords de taille n. Par exemple, il existe 220 accords de

taille 3 dans le système chromatique (i.e., 3 notes parmi N = 12). Bien que notre étude
soit généralisée à toute division de l’octave, nous illustrerons de manière privilégiée les
actions de groupe sur les groupes cycliques Z12 et Z7 Z5 qui peuvent respectivement être
associés à l’échelle chromatique et aux échelles heptatoniques (incluant l’échelle diatonique
caractérisant les tonalités majeure et mineure mélodique) majoritairement utilisées dans
le cadre de la musique traditionnelle occidentale.

2.1.1 Accords équivalents par transposition

La transposition musicale est couramment interprétée en théorie de la musique comme
une action du groupe cyclique sur lui-même. À partir des années 1960, I. Xenakis dé-
clare [Xenakis 1965] :

On peut a⌘rmer qu’avec les vingt-cinq siècles d’évolution musicale, on
aboutit à une formulation universelle en ce qui concerne la perception des
hauteurs, qui est la suivante : l’ensemble des intervalles mélodiques est muni
d’une structure de groupe avec comme loi de composition l’addition.

L’énumération des classes des transpositions d’accords est équivalente à l’étude des or-
bites des parties de ZN (les accords) sous l’action de ZN (les intervalles). Dans le
système chromatique (Z12) ces orbites sont au nombre de 352 (en incluant l’ensemble
vide) [Andreatta 2003]. Les 352 classes correspondantes constituent le catalogue d’accords
établie à une transposition près. On retrouve ce catalogue, dont les aspects mathématiques
ont été étudiés indépendamment par le Polonais Maciej Zalewski [Zalewski 1972] et par le
Roumain Anatol Vieru [Vieru 1980], chez plusieurs théoriciens de la musique tels que E.
Costère [Costère 1954].



Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
Defining a topological collection to represent a set of chords!

Louis BIGO - Musical Symbolic Representations and Spatial Computing! 39!



Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
Defining a topological collection to represent a set of chords!
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Toolbox: Simplicial complex!
#  n-Simplex: complete cellular complex from n + 1 vertices!

0-simplex! 1-simplex! 2-simplex! 3-simplex!



Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
Defining a topological collection to represent a set of chords!
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Toolbox: Simplicial complex!
#  n-Simplex: complete cellular complex from n + 1 vertices!
#  n-Simplicial complex!

#  Aggregate of p-simplicies (p ≤ n)!
#  f-vector (f0 = 1, f1, …, fn+1) $

!fp+1 is the number of p-simplices!
#  p-skeleton: simplices of dimension ≤ p!

f-vector = (1,10,16,7,1)!



Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
Defining a topological collection to represent a set of chords!
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Toolbox: Self-Assembly!
#  Metaphor taken from chemical reactions!
#  Building simplicial collection from elementary parts!

x y 

x y 

x 

y 

Transformation Self-Assembly = 

    x y / (x == y) and (faces x = faces y) => let c = new_cell (dim x) (faces x) 
                                                               (union (cofaces x) 
                                                                      (cofaces y)) 
                                              in x * c 



Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
"  Simplicial representation of chords!

!  1-note chord: 0-simplex (vertex)!
!  2-note chord: 1-simplex (edge)!
!  3-note chord: 2-simplex (triangle)!
!  4-note chord: 3-simplex (tetrahedron)!
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Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
"  Simplicial representation of chords!
"  Self-assembly of a set of chords!
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Self-Assembly!

Initial population! Chord complex!



Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!

"  Algebraic-based chord complexes!
!Chord population from chord transformation orbits !
Transposition, inversion, permutation, etc.!

"  Piece-based chord complexes!
!Chord population from a piece segmentation!
Analysis of Bach, Chopin, Schoenberg, Webern, Glass, etc.!
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Algebraic-based Chord Complexes!

!  Motivation!
Formalization/generalization of the Tonnetz!
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[Cohn - 1997]![Euler -  1739]!



Algebraic-based Chord Complexes!

!  Assembling chords related by some equivalence relation!
"  Transposition (Cyclic group action ���$��)!
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C!

E!

G!

E�!

A�!

B!

A!
F!

C�!
…!

4!5!
3!

 ! """# """! """"""$% ## """!""""""!! #""""""
!! ! """"""#"""!!

Music engraving by LilyPond 2.14.1—www.lilypond.org

KT[4,3,5]!

Major chords!



E�!

G!
B!

C!
E!

C#!

A�!

A!
F!

D!

F#!
B�!

!  Assembling chords related by some equivalence relation!
"  Transposition (Cyclic group action ���$��)!
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…!

4!4!

4!

KT[4,4,4]!

Augmented chords!

 

! """# """"""#"""$% #"""#!"""#"""! #"""#""" !! """#"! """# ""

Music engraving by LilyPond 2.14.1—www.lilypond.org

Algebraic-based Chord Complexes!



Algebraic-based Chord Complexes!

!  Assembling chords related by some equivalence relation!
"  Transposition (Cyclic group action ���$��)!
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…!

KT[2,2,3]!

Diatonic triads!

2!

2!
3!

CM Dm Em F G Am B° 

Mazzola, G. (2002). The topos of music: geometric logic of concepts, theory, and performance!

C!

A! E!

G!

B!

D!
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Algebraic-based Chord Complexes!

!  Assembling chords related by some equivalence relation!
"  Transposition (Cyclic group action ���$��)!
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…!

KT[2,2,2,1]!

Diatonic 4-degrees!

2!

2!
2!
1!

CM7 Dm7 Em7 FM7 G7 Am7 Bm°7 

Bigo et al. (2011) – Building topological spaces for musical objects!



Algebraic-based Chord Complexes!

!  Assembling chords related by some equivalence relation!
"  Transposition (Cyclic group action ���$��)!
"  Transposition and inversion (Dihedral group action ���$��)!
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Algebraic-based Chord Complexes!

!  Complexes enumeration in heptatonic/chromatic systems!
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Equivalence relation! Chromatic system (Z12)! Heptatonic system (Z7)!

Transposition! 352 complexes! 20 complexes!

Transposition / inversion! 224 complexes! 18 complexes!

Permutations! 77 complexes! 16 complexes!

Application affine! 157 complexes! 16 complexes!



Algebraic-based Chord Complexes!

!  Complexes enumeration in heptatonic/chromatic systems!
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S1(KTI[3,4,5])!
[Cohn – 1997]!
 
S1(KTI[2,3,3,4])!
[Gollin - 1998]!
 
KT[3,4], KT[2,2,3], KT[1,2,2,2]!
[Mazzola – 2002]!
!
KTI[1,1,10]           KTI[4,4,4]!
[Catanzaro - 2011]!
!
S1(KTI[1,2,4])!
[Hook – 2013]!



Building Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!

"  Algebraic-based chord complexes!
!Chord population from chord transformation orbits !
Transposition, inversion, permutation, etc.!

"  Piece-based chord complexes!
!Chord population from a piece segmentation!
Analysis of Bach, Chopin, Schoenberg, Webern, Glass, etc.!
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Piece-based Chord Complexes!

!  Chord complex built from a piece!

120  (2,1)-Hamiltonian paths!
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Prelude No. 4 Op. 28 of F. Chopin!



Piece-based Chord Complexes!

!  Chord complex built from a piece!
!  Sequence of complexes resulting from a segmentation!
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Piece-based Chord Complexes!

!  Chord complex built from a piece!
!  Sequence of complexes resulting from a segmentation!
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Piece-based Chord Complexes!

!  Chord complex built from a piece!
!  Sequence of complexes resulting from a segmentation!
!  Meaningful musical properties via topological properties!

"  Dimension!
Number of distinct pitch classes simultaneously used in the same segment!
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Piece-based Chord Complexes!

!  Chord complex built from a piece!
!  Sequence of complexes resulting from a segmentation!
!  Meaningful musical properties via topological properties?!

"  Dimension!
"  Size (at some dimension n)!

Mean number of distinct (n+1)-chords played in the same segment !
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A. Webern – Op. 28 2nd mvt!

A. Schoenberg – Op. 33 a!

J. S. Bach – Choral BWV 292!

P. Glass – Metamorphosis 1!

Size!at!dimension!0! Size!at!dimension!2!



Piece-based Chord Complexes!

!  Chord complex built from a piece!
!  Sequence of complexes resulting from a segmentation!
!  Meaningful musical properties via topological properties?!

"  Dimension!
"  Size!

!  Perspectives: other topological properties!
"  Betti numbers!
"  etc.!
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Intermediate Summary!

!  Chord complexes!
"  Formalization and generalization of the Tonnetz!

!  Widely used representation in musical theory and analysis!
!  Generic to any system (Zn) and relation (Z-relation, etc.)!

"  Chord catalogues with topological properties!
"  Topological analysis of a piece!

Musical interpretations of topological features!
!

!  Other contributions!
"  Skeleton-based classification!
"  Higher-order complexes!

Neighborhood between chord complexes (e.g., voice-leading)!

Louis BIGO - Musical Symbolic Representations and Spatial Computing! 61!



Outline!

1.  Proof of concept: a spatial study of all-interval series!

2.  Building chord spaces for music theory and analysis!

3.  Linking spaces for music generation and analysis!

4.  Conclusion and perspectives!
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Bridging the gap between!
spatial computing and music theory!



Motivation!

!  Representation of movement in chord spaces!
"  Musical sequences seen as trajectories in some space!
"  Construction of trajectories!

!  Musical interpretation of spatial transformations!

!  Analysis of a movement for piece analysis!
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Linking Chord Complexes!

!  Representation a piece by a movement in a chord space!
Defining inclusions of pieces in chord space!
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Toolbox: Morphisms!
#  Function of complexes preserving dimension and incidence!
#  Extension to topological collections!
#  Structural inclusion: injective morphisms of complexes!
!



Linking Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
Defining a topological collection to represent a set of chords!
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Toolbox: Morphisms!
#  Function of complexes preserving dimension and incidence!
#  Extension to topological collections!
#  Structural inclusion: injective morphisms of complexes!
!



Linking Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
Defining a topological collection to represent a set of chords!

!  Structural inclusion (≠ label)!
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110 Chapitre 6. Trajectoires
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3. Transformation de trajectoires 107

simplement de (Ai, di)). On remarque qu’il est su⇥sant d’appliquer la transformation T�

aux sommets afin de déterminer le contenu du nouvel ensemble de classes de hauteurs.
Afin de transformer une séquence musicale avec cette approche, il est nécessaire de choisir
une octave pour chaque classe de hauteur transformée. Dans les exemples suivant, nous
proposons de choisir l’octave de la note transformée de manière à minimiser sa distance
avec la note originale. Ainsi, une transformation a�ecte les classes de hauteurs sans modifier
de manière trop importante le registre dans lequel évolue la pièce.

3.2 Inclusion structurelle entre espaces support

Soit deux complexes K1 et K2, et � une fonction définissant une inclusion structurelle
de K1 dans K2. La fonction � s’applique de manière évidente à toute trajectoire dans K1.
Ce type de transformation peut intuitivement être interprété comme le « collage » dans
un complexe d’une trajectoire provenant d’un autre complexe.

Espaces supports résultants d’une pièce. Soient K1 et K2 deux complexes construit
respectivement à partir des accords de deux pièces P1 et P2, à l’aide de la méthode présentée
dans le chapitre 5 section 3. La pièce P1 est représentée dans K1 par une trajectoire T
parcourant la totalité des éléments de K1. Il en est de même pour la pièce P2 qui est
représentée dans K2 par une trajectoire parcourant l’ensemble de ses éléments. Si il existe
une fonction � définissant une inclusion structurelle de K1 dans K2, alors l’application de
la transformation T� sur la pièce P1 aboutit à une pièce P �

1 pouvant être interprétée comme
une « reconstitution structurelle » de la pièce P1 dans l’espace de la pièce P2.

Une recherche d’inclusions structurelles entre les complexes construits à partir de cho-
rals de J.-S. Bach nous a permis de relever des inclusions structurelles reliant di�érents
chorals. La figure 5 illustre le fait qu’il existe cinq fonctions définissant une inclusion struc-
turelle du complexe issu de l’assemblage des accords du choral BWV 324 dans le complexe
issu du choral BWV 254. Ces fonctions permettent de

Isomorphismes entre espaces support. Un isomorphisme entre deux complexes K et
K� définie de manière évidente une inclusion structurelle de chaque complexe dans l’autre.
Un isomorphisme � liant les deux complexes fournit directement une transformation T�

de toute trajectoire dans K ou K�. Ces transformation peuvent facilement être appliquées
dans les complexes dépliés présentés dans le paragraphe 2.2.5 du chapitre 5. Ces com-
plexes sont en e�et souvent liés par des propriétés d’isomorphisme de par la manière dont
ils sont construit (plus précisément, deux complexes dépliés représentant respectivement
des ensembles d’accords de même taille et liés par la même relations d’équivalence, sont
isomorphiques). La figure 6 illustre le « collage » dans KT Iu[2, 3, 7] d’une trajectoire repré-
sentant les premières mesures du choral BWV 256 de J.-S. Bach dans KT Iu[3, 4, 5].

T�4

Figure 5 – Première ligne montre que le complexe d’accords issu de l’assemblage des
accords choral BWV 324 de J.-S. Bach (à gauche) est inclus cinq fois dans le complexe des
accords du choral BWV 254 (à droite). La second ligne montre comment l’application du
l’inclusion structurelle ⇥4 transforme la première pièce en la seconde. Cette transformation
correspond à une transposition du choral d’une seconde majeure vers le bas.

définie par :
T�(Ai, di) = ({n � ZN | ⇥ � � S0(Ki), T �(�) = n}, di)

où Ki représente Ai dans TK.

La notation T� rappelle que la transformation dépend uniquement de la fonction ⇥ (et
aucunement de la pièce P ). On remarque qu’il est su✏sant d’appliquer la transformation
T� aux sommets afin de déterminer le contenu du nouvel ensemble de classes de hauteurs.
Pour produire une nouvelle pièce P � à partir de la segmentation donnée par T�, il est
nécessaire de préciser une octave pour chaque classe de hauteurs transformée. Dans les
exemples suivants, nous proposons de choisir l’octave de la note transformée de manière à
minimiser sa distance avec la note originale. Ainsi, une transformation a�ecte les classes
de hauteurs sans modifier de manière trop importante le registre dans lequel évolue la
nouvelle pièce.

3.2 Inclusion structurelle entre espaces support

Soient K1 et K2 deux complexes d’accords, et ⇥ une inclusion structurelle de |K1| dans
|K2|. La fonction ⇥ peut être appliquée de manière évidente à toute trajectoire dans K1.
Ce type de transformation peut intuitivement être compris comme le plongement dans un
complexe d’une trajectoire provenant d’un autre complexe.



Linking Chord Complexes!

!  Spatialization of chord sets!
Defining a topological collection to represent a set of chords!

!  Structural inclusion (≠ label)!
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3. Transformation de trajectoires 107

simplement de (Ai, di)). On remarque qu’il est su⇥sant d’appliquer la transformation T�

aux sommets afin de déterminer le contenu du nouvel ensemble de classes de hauteurs.
Afin de transformer une séquence musicale avec cette approche, il est nécessaire de choisir
une octave pour chaque classe de hauteur transformée. Dans les exemples suivant, nous
proposons de choisir l’octave de la note transformée de manière à minimiser sa distance
avec la note originale. Ainsi, une transformation a�ecte les classes de hauteurs sans modifier
de manière trop importante le registre dans lequel évolue la pièce.

3.2 Inclusion structurelle entre espaces support

Soit deux complexes K1 et K2, et � une fonction définissant une inclusion structurelle
de K1 dans K2. La fonction � s’applique de manière évidente à toute trajectoire dans K1.
Ce type de transformation peut intuitivement être interprété comme le « collage » dans
un complexe d’une trajectoire provenant d’un autre complexe.

Espaces supports résultants d’une pièce. Soient K1 et K2 deux complexes construit
respectivement à partir des accords de deux pièces P1 et P2, à l’aide de la méthode présentée
dans le chapitre 5 section 3. La pièce P1 est représentée dans K1 par une trajectoire T
parcourant la totalité des éléments de K1. Il en est de même pour la pièce P2 qui est
représentée dans K2 par une trajectoire parcourant l’ensemble de ses éléments. Si il existe
une fonction � définissant une inclusion structurelle de K1 dans K2, alors l’application de
la transformation T� sur la pièce P1 aboutit à une pièce P �

1 pouvant être interprétée comme
une « reconstitution structurelle » de la pièce P1 dans l’espace de la pièce P2.

Une recherche d’inclusions structurelles entre les complexes construits à partir de cho-
rals de J.-S. Bach nous a permis de relever des inclusions structurelles reliant di�érents
chorals. La figure 5 illustre le fait qu’il existe cinq fonctions définissant une inclusion struc-
turelle du complexe issu de l’assemblage des accords du choral BWV 324 dans le complexe
issu du choral BWV 254. Ces fonctions permettent de

Isomorphismes entre espaces support. Un isomorphisme entre deux complexes K et
K� définie de manière évidente une inclusion structurelle de chaque complexe dans l’autre.
Un isomorphisme � liant les deux complexes fournit directement une transformation T�

de toute trajectoire dans K ou K�. Ces transformation peuvent facilement être appliquées
dans les complexes dépliés présentés dans le paragraphe 2.2.5 du chapitre 5. Ces com-
plexes sont en e�et souvent liés par des propriétés d’isomorphisme de par la manière dont
ils sont construit (plus précisément, deux complexes dépliés représentant respectivement
des ensembles d’accords de même taille et liés par la même relations d’équivalence, sont
isomorphiques). La figure 6 illustre le « collage » dans KT Iu[2, 3, 7] d’une trajectoire repré-
sentant les premières mesures du choral BWV 256 de J.-S. Bach dans KT Iu[3, 4, 5].

T�4

Figure 5 – Première ligne montre que le complexe d’accords issu de l’assemblage des
accords choral BWV 324 de J.-S. Bach (à gauche) est inclus cinq fois dans le complexe des
accords du choral BWV 254 (à droite). La second ligne montre comment l’application du
l’inclusion structurelle ⇥4 transforme la première pièce en la seconde. Cette transformation
correspond à une transposition du choral d’une seconde majeure vers le bas.

définie par :
T�(Ai, di) = ({n � ZN | ⇥ � � S0(Ki), T �(�) = n}, di)

où Ki représente Ai dans TK.

La notation T� rappelle que la transformation dépend uniquement de la fonction ⇥ (et
aucunement de la pièce P ). On remarque qu’il est su✏sant d’appliquer la transformation
T� aux sommets afin de déterminer le contenu du nouvel ensemble de classes de hauteurs.
Pour produire une nouvelle pièce P � à partir de la segmentation donnée par T�, il est
nécessaire de préciser une octave pour chaque classe de hauteurs transformée. Dans les
exemples suivants, nous proposons de choisir l’octave de la note transformée de manière à
minimiser sa distance avec la note originale. Ainsi, une transformation a�ecte les classes
de hauteurs sans modifier de manière trop importante le registre dans lequel évolue la
nouvelle pièce.

3.2 Inclusion structurelle entre espaces support

Soient K1 et K2 deux complexes d’accords, et ⇥ une inclusion structurelle de |K1| dans
|K2|. La fonction ⇥ peut être appliquée de manière évidente à toute trajectoire dans K1.
Ce type de transformation peut intuitivement être compris comme le plongement dans un
complexe d’une trajectoire provenant d’un autre complexe.



Building Trajectories!

!  Chord complexes are used as support spaces!
!  Trajectories!

"  A segment is represented by a region of the support space!
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Building Trajectories!

!  Chord complexes are used as support spaces!
!  Trajectories!

"  A segment is represented by a region of the support space!
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Building Trajectories!

!  Chord complexes are used as support spaces!
!  Trajectories!

"  A segment is represented by a region of the support space!
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Building Trajectories!

!  Chord complexes are used as support spaces!
!  Trajectories!

"  A segment is represented by a region of the support space!
"  Chords can be represented in multiple locations!
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Trajectory Transformations!

!  Automorphism of the support space!
Geometrical transformations of trajectories!
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point reflection 

J.-S.Bach - Choral BWV 256 

pitch inversion!

KuTI[3,4,5]! KuTI[3,4,5]!



Trajectory Transformations!

!  Isomorphism from a support space to another!
Transformation of the initial space of the trajectory!
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J.-S.Bach - Choral BWV 256 

KuTI[3,4,5]! KuTI[2,3,7]!

?!



Trajectory Transformations!

!  Musical interpretation of spatial transformations!
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Trajectory Analysis!

!  The aspect of a trajectory depends on the support space!
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J.-S.Bach - Choral BWV 256 

KTI[2,5,5]!

KTI[3,4,5]!



Trajectory Analysis!

!  The “look” of a trajectory depends on the support space!

!  Notion of  compliance!
"  Propension of a space to fit with a piece!
"  Computation based on compactness!

!  “ The more compact is a trajectory,!
the more compliant is the support space with the piece ”!

!  Compactness at a dimension d!
Simplicial collection A, complex K, injective morphism τ from A to K!
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max
τ

fd+1(τ (A))
fd+1(A)

=max
τ

fd+1(τ (A))
f1(A)
d +1

!

"
##

$

%
&&

if A is a simplex!



Trajectory Analysis!

!  Complex compliance: some examples!
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Bach - BWV 328

Bach - BWV 328 random chords

CTI[1
, 1

, 1
0]

CTI[1
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, 9
]
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]
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]
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]
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]
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]
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]
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]
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]
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]

0

0,05

0,1

0,15
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Trajectory Analysis!

!  Complex compliance: some examples!
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Stravinsky - 8 Miniatures Instrumentales - Allegretto

Stravinsky - 8 Miniatures Instrumentales - Allegretto random chords

CTI[1
, 1

, 1
0]

CTI[1
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, 9
]

CTI[1
, 3

, 8
]

CTI[1
, 4

, 7
]

CTI[1
, 5

, 6
]

CTI[2
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]

CTI[2
, 3

, 7
]

CTI[2
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, 6
]

CTI[2
, 5

, 5
]

CTI[3
, 3

, 6
]

CTI[3
, 4

, 5
]

CTI[4
, 4

, 4
]

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35
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Trajectory Analysis!

!  Complex compliance: some examples!

Louis BIGO - Musical Symbolic Representations and Spatial Computing! 79!

Schönberg - Pierrot Lunaire - Parodie

Schönberg - Pierrot Lunaire - Parodie random chords

CTI[1
, 1

, 1
0]

CTI[1
, 2

, 9
]

CTI[1
, 3

, 8
]

CTI[1
, 4

, 7
]

CTI[1
, 5

, 6
]

CTI[2
, 2

, 8
]

CTI[2
, 3

, 7
]

CTI[2
, 4

, 6
]

CTI[2
, 5

, 5
]

CTI[3
, 3

, 6
]

CTI[3
, 4

, 5
]

CTI[4
, 4

, 4
]

0

0,05

0,1

2-
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m
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ss



Trajectory Analysis!

!  Complex compliance: some examples!
!  Compliance of a set of spaces for music classification!
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Compactness at dimension 1!



Trajectory Analysis!

!  Complex compliance: some examples!
!  Compliance of a set of spaces for music classification!
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Compactness at dimension 2!



Intermediate Summary!

!  Trajectories enable to formalize the use chord-class 
complexes (including Tonnetz) for musical analysis!

!  Spatial representation of a system evolving in time!
"  Spatial transformations!

!  Spatial transformations relate to familiar or new musical operations!
!  Spatial transformations only affect pitches (time is not structurally 

represented)!
"  Spatial analysis (for example: compactness computation)!

!  Compliant underlying spaces can be viewed as a signature of a style!
!  From static compliance to dynamic compliance!
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Outline!

1.  Proof of concept: a spatial study of all-interval series!

2.  Building chord spaces for music theory and analysis!

3.  Linking spaces for music generation and analysis!

4.  Conclusion and perspectives!
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Bridging the gap between!
spatial computing and music theory!



Summary!
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 ! Algebraic complex! Piece complex!

Construction!

Trajectory generation!

Piece representation!

Piece transformation!

…!
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Stravinsky - 8 Miniatures Instrumentales - Allegretto
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Schönberg - Pierrot Lunaire - Parodie
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Figure 14 – Comparaison de la 2-compacité de 3 pièces avec la 2-compacité moyenne
associée dans les 12 complexes KTI [Xchro] de dimension 2.
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simplement de (Ai, di)). On remarque qu’il est su⇥sant d’appliquer la transformation T�

aux sommets afin de déterminer le contenu du nouvel ensemble de classes de hauteurs.
Afin de transformer une séquence musicale avec cette approche, il est nécessaire de choisir
une octave pour chaque classe de hauteur transformée. Dans les exemples suivant, nous
proposons de choisir l’octave de la note transformée de manière à minimiser sa distance
avec la note originale. Ainsi, une transformation a�ecte les classes de hauteurs sans modifier
de manière trop importante le registre dans lequel évolue la pièce.

3.2 Inclusion structurelle entre espaces support

Soit deux complexes K1 et K2, et � une fonction définissant une inclusion structurelle
de K1 dans K2. La fonction � s’applique de manière évidente à toute trajectoire dans K1.
Ce type de transformation peut intuitivement être interprété comme le « collage » dans
un complexe d’une trajectoire provenant d’un autre complexe.

Espaces supports résultants d’une pièce. Soient K1 et K2 deux complexes construit
respectivement à partir des accords de deux pièces P1 et P2, à l’aide de la méthode présentée
dans le chapitre 5 section 3. La pièce P1 est représentée dans K1 par une trajectoire T
parcourant la totalité des éléments de K1. Il en est de même pour la pièce P2 qui est
représentée dans K2 par une trajectoire parcourant l’ensemble de ses éléments. Si il existe
une fonction � définissant une inclusion structurelle de K1 dans K2, alors l’application de
la transformation T� sur la pièce P1 aboutit à une pièce P �

1 pouvant être interprétée comme
une « reconstitution structurelle » de la pièce P1 dans l’espace de la pièce P2.

Une recherche d’inclusions structurelles entre les complexes construits à partir de cho-
rals de J.-S. Bach nous a permis de relever des inclusions structurelles reliant di�érents
chorals. La figure 5 illustre le fait qu’il existe cinq fonctions définissant une inclusion struc-
turelle du complexe issu de l’assemblage des accords du choral BWV 324 dans le complexe
issu du choral BWV 254. Ces fonctions permettent de

Isomorphismes entre espaces support. Un isomorphisme entre deux complexes K et
K� définie de manière évidente une inclusion structurelle de chaque complexe dans l’autre.
Un isomorphisme � liant les deux complexes fournit directement une transformation T�

de toute trajectoire dans K ou K�. Ces transformation peuvent facilement être appliquées
dans les complexes dépliés présentés dans le paragraphe 2.2.5 du chapitre 5. Ces com-
plexes sont en e�et souvent liés par des propriétés d’isomorphisme de par la manière dont
ils sont construit (plus précisément, deux complexes dépliés représentant respectivement
des ensembles d’accords de même taille et liés par la même relations d’équivalence, sont
isomorphiques). La figure 6 illustre le « collage » dans KT Iu[2, 3, 7] d’une trajectoire repré-
sentant les premières mesures du choral BWV 256 de J.-S. Bach dans KT Iu[3, 4, 5].

T�4

Figure 5 – Première ligne montre que le complexe d’accords issu de l’assemblage des
accords choral BWV 324 de J.-S. Bach (à gauche) est inclus cinq fois dans le complexe des
accords du choral BWV 254 (à droite). La second ligne montre comment l’application du
l’inclusion structurelle ⇥4 transforme la première pièce en la seconde. Cette transformation
correspond à une transposition du choral d’une seconde majeure vers le bas.

définie par :
T�(Ai, di) = ({n � ZN | ⇥ � � S0(Ki), T �(�) = n}, di)

où Ki représente Ai dans TK.

La notation T� rappelle que la transformation dépend uniquement de la fonction ⇥ (et
aucunement de la pièce P ). On remarque qu’il est su✏sant d’appliquer la transformation
T� aux sommets afin de déterminer le contenu du nouvel ensemble de classes de hauteurs.
Pour produire une nouvelle pièce P � à partir de la segmentation donnée par T�, il est
nécessaire de préciser une octave pour chaque classe de hauteurs transformée. Dans les
exemples suivants, nous proposons de choisir l’octave de la note transformée de manière à
minimiser sa distance avec la note originale. Ainsi, une transformation a�ecte les classes
de hauteurs sans modifier de manière trop importante le registre dans lequel évolue la
nouvelle pièce.

3.2 Inclusion structurelle entre espaces support

Soient K1 et K2 deux complexes d’accords, et ⇥ une inclusion structurelle de |K1| dans
|K2|. La fonction ⇥ peut être appliquée de manière évidente à toute trajectoire dans K1.
Ce type de transformation peut intuitivement être compris comme le plongement dans un
complexe d’une trajectoire provenant d’un autre complexe.

C!Eb!F#! F#!A!

Ab!B!D! D!F!

G!Bb!C#! C#!E!

Ab!B!D! F!F!

C! Eb!F#!A! C!



Summary!

!  Tool development!
"  HexaChord!

!  Automatic construction of trajectories in chord complexes!
!  Compliance computation!
!  Transformations on MIDI files!

"  PaperTonnetz (with J. Garcia/LRI-IRCAM)!
!  Composition in chord complexes with interactive paper!
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1. HexaChord 129

Figure 2 – Lecture d’un fichier MIDI dans HexaChord. La pièce est visualisée dans le
complexe chromatique Ku

TI [3, 4, 5] (en haut) ainsi que le complexe diatonique Ku
TI [1, 2, 4]

associé à la tonalité de C majeur.

1.3 Visualisation

La première des fonctionnalités de HexaChord est la visualisation sous forme de tra-
jectoires de fichiers musicaux dans des complexes. Cette visualisation peut se faire en
temps réel au cours de la lecture d’un fichier MIDI ou manuellement segment par segment.
Les complexes disponibles correspondent aux complexes dépliés sous forme d’espaces eucli-
diens bi-dimensionnels infinis. Il s’agit des 12 complexes Ku

TI [X12] ainsi que des 4 complexes
Ku

TI [X7] associés aux 12 échelles diatoniques (chacune associée à une gamme majeur et une
gamme mineur relative) et aux 12 gammes mineurs harmoniques. Cela correspond au total
à 108 pavages triangulaires infinis distincts (l’ajout d’échelles musicales supplémentaires
fait partie des perspectives de ce projet).

Ces complexes sont accessibles à l’aide des deux menus déroulants Chromatic com-
plexes et Diatonic Complexes. Lorsqu’un nouveau complexe est sélectionné, une nouvelle
fenêtre s’ouvre, illustrant une région du complexe. La figure 2 illustre la visualisation d’une
trajectoire dans deux complexes. Chaque complexe peut être parcouru à l’infini suivant
les quatre directions cardinales. Son orientation peut être modifiée en opérant des rota-
tions dans les deux sens. Enfin, une fonctionnalité de zoom est disponible. Il est possible
d’a⇣cher n’importe quel nombre de complexes simultanément. Certains systèmes comme
Harmony Space [Holland 1994] ou Isochords [Bergstrom 2007] proposent des systèmes de
visualisation similaires dédiés souvent à l’apprentissage de la théorie musicale, plus particu-
lièrement de l’harmonie tonale, ainsi qu’à la composition et à l’analyse musicale. L’objectif
de HexaChord est de revoir ces systèmes de représentation à la lumière des complexes sim-
pliciaux en intégrant les calculs sur les trajectoires détaillés dans les chapitres précédents.

2. PaperTonnetz 137

2.2.2 L’expérience

Une trentaine de personnes ont participé à l’expérience. Cette dernière commence par
une rapide explication sur le fonctionnement de l’application et l’organisation des notes
dans les deux espaces. Nous observons l’utilisateur explorer chacun des espaces (figure 7)
et finissons l’expérience en l’interrogeant sur son ressenti.

Figure 7 – Un participant explorant les deux espaces. Lorsque le stylo parcourt une
région, la note correspondante est jouée.

2.2.3 Résultats

Première confrontation avec le prototype. La plupart des participants commencent
par placer le stylo dans un hexagone choisi au hasard afin de produire une note. Puis ils
commencent à parcourir l’espace de façon désordonnée en traversant rapidement un grand
nombre de notes, tout en restant attentif au retour sonore. Le retour en temps réel stimule
l’utilisateur et l’encourage à tracer di�érentes formes et à comparer leur rendu musical
dans les deux espaces.

Sonification et représentation. Les participants réalisent rapidement qu’une forme
géométrique peut être identifiée par un motif musical mettant en évidence les propriétés
musicales intrinsèques de chaque espace. Les non-musiciens étaient en général capables de
percevoir ces di�érences sans pour autant pouvoir les comprendre. Les musiciens avaient
tendance à réaliser une exploration méthodique de l’espace afin de s’imprégner des inter-
valles définissant le voisinages entre les notes. De même, cette catégorie de participants
essaie de jouer des gammes ou des accords typiques afin d’observer la forme géométrique
à laquelle ces objets correspondent dans chacun des espaces.

Comparaison des espaces. Après être devenu familier avec le fonctionnement du sys-
tème, la plupart des participants essaient de comparer les deux espaces. Nous leurs suggé-
rions alors de tracer des lignes droites et des formes géométriques régulières afin de faciliter
la comparaison des rendus sonores. La di�érence entre les espaces est perçue par les mu-
siciens et par les non musiciens mais les musiciens ont plus de facilité à expliquer cette
di�érence. La table 1 compare les réactions des utilisateurs musiciens et non musiciens

2. PaperTonnetz 139

Figure 8 – Utilisation d’un espace de hauteurs par J.-M. Chouvel pour la composition de
la pièce Traversée.

2.3.1 Création d’une interface

Nous proposons un scénario dans lequel un compositeur désire créer une pièce dans la
tonalité de Do mineur, constitué de trois voix correspondant respectivement à une ligne
de basse, une séquence d’accords et une ligne mélodique. Le compositeur commence par
disposer et ajuster en taille trois complexes sur la feuille virtuelle. Ces complexes sont
ceux illustrés sur l’interface figure 8. Il choisit Ku

TI [1, 2, 9] pour la ligne de basse (en haut
à gauche sur l’interface figure 8). La petite taille des intervalles associés au voisinage
entre classes de hauteurs dans ce complexe permettent en e�et la constitution de lignes
mélodiques constituées de petits déplacements caractéristique du style walking. Il choisit
ensuite le complexe Ku

TI [3, 4, 5] pour constituer des accords (en bas à gauche figure 8).
Ce complexe, dont le 1-squelette correspond au Tonnetz, est adapté pour la constitution
d’accords majeurs et mineurs. L’utilisateur choisit d’a�cher ce complexe dans un mode
où chaque accord est représenté par une zone propre de l’espace. Les notes sont associées
à des cercles, les accords de 2 notes à des rectangles et les accords à 3 sons à des triangles.
Enfin, le compositeur choisit le complexe Ku

TI [1, 2, 4] associé à la tonalité de Do mineur
harmonique pour constituer la mélodie.

2.3.2 Assemblage de séquences

Le compositeur peut inclure un séquenceur sur la feuille virtuelle. Ce séquenceur est
représenté par une série de carrés situés dans la partie basse de l’interface figure 8. Le
séquenceur va permettre au compositeur de mémoriser et d’assembler les séquences mé-
lodiques et les accords associés aux chemins tracés dans les di�érents complexes. Chaque
rectangle est associé à une voix, et donc dans le cadre de notre scénario à un complexe.
Les pistes sont stockées sous la forme de fichiers MIDI qui sont envoyés au synthétiseur
Max/MSP afin d’être joués et édités.



Benefits of the spatial representation!

!  Understanding!
"  Intuitive visualization of regularities in musical patterns!

!  Technical!
"  Use of spatial tools for musical problems!

!  Heuristic!
"  Original representations inspire new approaches:!

!  in music formalization!
!  in music analysis!
!  in music generation!
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Perspectives!

!  Complex construction: !
!  Extension to other equivalence classes!

!  other scales (Z5, Z8, Zn>12,…)!
!  other equivalence relations (Z-relation,…)!

!  Combinatorial representation of other musical features (timbres,…)!
!  Different abstraction levels for topological studies!
!  A unified viewpoint with the AIS spaces!

!  A chord complex can be viewed as the boundary of a higher dimensional cell 
representing the chord class!

!
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Perspectives!

!  Complex construction: !
!  Extension to other equivalence classes!

!  other scales (Z5, Z8, Zn>12,…)!
!  other equivalence relations (Z-relation,…)!

!  Combinatorial representation of other musical features (timbres,…)!
!  Different abstraction levels for topological studies!
!  A unified viewpoint with the AIS spaces!

!  A chord complex can be viewed as the boundary of a higher dimensional cell 
representing the chord class!

!
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boundary!

[3,4,5] chord class!
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B�!
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KTI[3,4,5]!



Perspectives!

!  Trajectories!
!  Transformations!

!  Spatial composition based on new transformations!
!  Transformations of other musical aspects (rhythm, etc.)!

!  Compliance!
!  Compactness of transitions between chords!
!  Evaluation of other spatial features (periodicity of the movement, etc.)!

!  Algorithmic composition!
!  Trajectory generation in chord class complexes!

!  HexaChord: !
!  Complete availability for music theorists !
!  Integration of audio inputs!
!
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Scientific contributions!
!  Journal!!

"  L. Bigo, A. Spicher. Self-Assembly of Musical Representations in MGS.!
!International Journal of Unconventionnal Computing. Accepted for publication!

!  Conferences!
"  L. Bigo, A. Spicher and O. Michel. Spatial Programming for Music Representation and Analysis.!

!Spatial Computing Workshop 2010.!
"  L. Bigo, A. Spicher and O. Michel. Two Representations of Music Computed with a Spatial Programming Language!

!New Worlds of Computation 2011.!
"  L. Bigo, J-L. Giavitto and A. Spicher. Building Topological Spaces for Musical Objects!

!Mathematics and Computation in Music 2011.!
"  L. Bigo, J. Garcia, A. Spicher and W. E. Mackay. PaperTonnetz : Music Composition with Interactive Paper.!

!Sound and Music Computing 2012.!
"  L. Bigo and A. Spicher. Self-Assembly of Musical Representations in MGS.!

!Artificial Intelligence and Simulation of Behaviour Convention 2013.!
"  L. Bigo, J-L. Giavitto and A. Spicher. Spatial Programming for Musical Transformations and Harmonization.!

!Spatial Computing Workshop 2013.!
"  L. Bigo, M. Andreatta, J-L. Giavitto and A. Spicher. Computation and Visualization of Musical Structures in Chord-based Simplicial    

!Complexes. Mathematics and Computation in Music 2013.!
"  J. Garcia, L. Bigo, A. Spicher and W E. Mackay. PaperTonnetz : Supporting Music Composition with Interactive Paper !

!ACM SIGCHI Conference on Human Factors in Computing Systems 2013.!
!  Talks!

"  LACL, LRI, MaMuX seminar, GRATOS, Queen Mary University, LaBRI, Lip6, McGill University, Journées science et musique!
!  Award!

"  Prize young researcher 2013 in science and music (IRISA, AFIM)!
!  Softwares!

"  HexaChord!
"  PaperTonnetz (with Jérémie Garcia/LRI-IRCAM)!

Louis BIGO - Musical Symbolic Representations and Spatial Computing! 90!


